
１．はじめに

連続設計変数を持つ最適化問題に対しては，

これまで非線形数理計画法による解法が主流で

あった．設計空間が単峰で，しかも目的関数の

勾配が連続である場合にはこのアプロ－チは極

めて有効であるが，そうでない場合には遺伝的

アルゴリズム（GA），シミュレーテッドアニー

リング（SA），あるいはタブーサーチ（TS）な

ど，ヒューリスティックサーチ（heuristic search）

[1]とよばれる方法が用いられることも多くなっ

てきた．なかでも，GAとSAはこのような手法

の双璧であり，連続最適化問題に対しても多く

の研究が行われてきた[2]．一般的に，設計空間

内にサイズの大きい局所解領域が多く存在する

場合にはGAが有効であり，設計空間全域的には

単峰に近いが，サイズの小さい局所解領域が無

数に存在する場合にはSAが有効である[3]．

SA[4]は，炉内の固体の熱的平衡状態をシミュ

レーションするための単純なアルゴリズム[5]を

基本として最適化問題を解く方法であり，多く

の組合せ最適化問題の解法として有用である[6]．

SAの長所は，(a) ほとんど任意の非線形性を持つ

コスト関数を処理できる，(b) ほとんど任意の境

界条件や制約条件が処理できる，(c) 他の非線形

最適化アルゴリズムと比較してコード化が容易

である，(d) 最適解の発見が統計的に保証されて

いる，ことである．一方，SAの短所は，(a) 計算

時間が長い，(b) 特定の問題に対してチューニン

グするのが容易でない，(c) 過大評価されて用い

られ，結果の解釈が間違っている場合がある，

(d) 誤った利用によりエルゴード性を失う，すな

わち冷却が早く，シミュレーテッドクエンチン

グ（simulated quenching）になっている．この場

合は最適解が求められる統計的な保証はない，

ことである[7]．要するに，GAより単純なアルゴ

リズムで，計算機へのインプリメントも容易で

あるが，良い最適解を得るには非常に長い時間
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がかかるということである．

計算時間が長いことはSAの最大の欠点であ

る．たとえば，巡回セールスマン問題ではSAで

良好な近似解を得る計算量よりも完全な総当た

り計算の方が計算量が少ない[8]．さらに厄介な

問題は，適切な冷却スケジュール（cooling

schedule）（温度スケジュールともいう）が不明

で，多くの予備実験が必要なことである．

SAの計算時間を短縮するには二つのアプロ－

チがある．ひとつは高速の冷却スケジュールを

考えることであり，もう一つは並列処理である．

前者についてはRosenと中野の解説[9]に詳しく述

べられている．一方，SAの並列処理は並列計算

機の発達とともに有効なアプロ－チとして多く

の研究がある[10]．この中で最も典型的な方法は

異なった初期値で通常のSAを並列に行い，ある

時間ごとに最も良好な解を全プロセッサに渡し，

並列に近傍探索するものである．一方，SAとGA

を組み合わせた方法は，それぞれの方法の長所

を活かし，さらに並列化が容易であることから

多くの研究が行われている[11,12,13]．しかし，

いずれの方法でもSAの冷却スケジュールが経験

的であるという問題は常に残る．

これに対して，温度並列SA[14]は並列処理と

の高い親和性を持っているだけでなく，温度ス

ケジュールが原理的に不要であるという極めて

優れた特長を有している．このため，温度並列

SAはSAの並列化手法として極めて重要と考えら

れるが，これまではLSIブロック配置問題[15]や

巡回セールスマン問題[16]に応用されただけで，

その有効性は広く確認されておらず，特に連続

最適化問題への応用はなされていなかった．

本研究は，このような背景の下に，連続変数

を持つ最適化問題に温度並列SAを適用する方法

を提案し，二つの代表的な連続最適化問題に応

用した結果を基に温度並列SAの有効性を検証す

ることを目的とする．

２．温度並列SA

温度並列SA[14]は，複数のプロセッサに異な

る温度を与え，各プロセッサは一定温度でアニ

ーリングを行い，一定の間隔で隣接する温度の

プロセッサ間で解の交換を行う方法である．こ

の方法の特長は，(a) 温度を解自身が決定するの

で温度スケジュールの自動化が図れる，(b) 時間

的に一様なので任意の時点で終了が可能であり，

また，継続すれば解の改善を続けることができ

る，(c) 解の品質を劣化させることなく，温度数

までの並列化が可能である，という点にある．

温度並列SAにおける隣接温度での解の交換は

式(1)を用いて確率的に行う．すなわち，隣接す

る温度TとT'における解のエネルギーをEとE'と

すると，高温部に低いエネルギーの解が存在し

た場合には無条件で解を交換し，それ以外でも

温度差とエネルギー差などから計算される確率

で解を交換する．これによって，低温部にエネ

ルギーの低い解が集まるが，確率的にはそうで

ない場合もあることになる．

一方，各一定温度におけるSAは通常の方法で

行う．すなわち，近傍探索における受理確率は

式(2)で与えられるMetropolis規準[4]を用いる．

３．連続最適化問題への温度並列SAの

適用

SAは組合せ最適化問題の有力な解法として提

案され，広く用いられてきた．しかし，連続最

適化問題においても対象とする問題の複雑度が

高い場合には多く用いられている[3,7,17,18,19]．

連続最適化問題と組合せ最適化問題ではSAに

おける近傍の概念およびその定義が異なる．組

合せ最適化問題では，解の変更に必要な最小の

操作の集合を近傍と定義することが一般的であ

る．たとえば，巡回セールスマン問題ではグラ

フの４つのノードと２つの辺の関係を組み替え

て，新しいグラフを作ることが可能である．こ

れはX-交換（X-change）[20]とよばれ，これによ

って得られる新しいグラフの集合をX-交換近傍
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（X-change neighborhood）とよぶ．この近傍をも

とにして近似的に最適なグラフを求める解法が

2-Opt法[21]である．こうして組み合わせ最適化

問題では近傍は厳密に定義できる．

一方，連続最適化問題では設計変数が連続で

あり，上のように簡単に近傍を定義することが

できない．連続設計変数空間における解の変更

は数値を変更するだけであり，組合せ最適化問

題でのように，操作的に近傍を定義することは

できない．そのかわり，物理的に意味のある，

すなわち目的関数の連続性における近傍を考え

ることは容易である．

そこで，連続最適化問題では一般に現在の解

を中心とし，移動距離に関する確率分布を与え，

近傍を定義する．この確率分布としては

Boltzmannアルゴリズムでは正規分布[19]，FSA

ではコーシー分布[17]，VFSAではペンの先の形

のように中央部で尖っており，両側で分布を切

断した特殊な形の確率分布[3]を，そして適応的

な一様分布[18]が用いられる場合もある．これら

の研究から明らかになったことは，用いる確率

分布は近傍探索が十分に行えるように，中央部

で厚く，離れたところで急速に減少する，ある

いは確率を０にするものが良好で，しかもその

分布の幅を受理確率によって適応的に変化させ

るのが最良であるということである．すなわち，

近傍探索において受理の頻度が高すぎると近傍

が小さすぎて無駄な探索が多くなり，一方受理

が少なすぎると近傍が大きすぎて無駄な探索が

多くなることになり，受理の頻度を基に近傍の

大きさを適応的に変化させることが重要となる．

しかしながら本研究では近傍として最も単純

な正規分布を用い，しかもその幅を温度の関数

とした．すなわち，現在の解からの摂動∆xを式

(3)の分布で与えた．これはBoltzmannアルゴリズ

ムで用いられる分布である．

ここでTkはk番目の温度，kは通常のSAでは温

度スケジュールの番号を表し，温度並列SAでは

複数の温度の一つを表す．Dは次元を表す．

次に最高温度を考える．組合せ最適化問題で

は一般的に，最大の改悪が生じる状態遷移があ

る値（たとえば50％）の確率で受理されるとい

う考え方が用いられる[14]．しかしながら，連続

最適化問題では一般的に最大の改悪が不明であ

り，そうした考え方は有効ではない．このため，

連続最適化問題では組合せ最適化問題とは異な

るアプロ－チで最高温度を決める必要がある．

ここでは次のようにして最高温度を決定した．

すなわち，設計空間は工学的問題では現実的な

制約条件から通常はある程度の大きさで与える

ことが可能であり，この設計空間を最高温度状

態で充分に探索可能であるという条件を基に決

定する．ここでは近傍の分布として式(3)の正規

分布を用いているため，各変数の標準偏差がそ

の変数の設計領域の1/4となるようにした．これ

により，現在の解が設計空間の中央にあるとき

にはそれが端まで移動する確率は4.6％であり，

現在の解が設計空間の端にある時に他の端まで

移動する確率は0.01％程度となる．

温度並列SAでは温度スケジュールが不要であ

るかわりに最低温度を決める必要がある．組合

せ最適化問題では最小の改悪がある確率で受理

されるという規準で考える[14]が，連続最適化問

題ではそうした考え方はできない．これは最高

温度と同様である．このため，最低温度は解の

精度を規準に決定した．すなわち，式(3)で与え

られる近傍が充分小さい温度ということである．

工学的には温度が下がりすぎて近傍が非現実的

に小さくなっていることは意味がない．多くの

SAの応用で温度スケジュールだけを適当に決め

て，かなりの繰り返しを行って解が変動しなく

なったのを観察して停止条件としている場合も

多いが，これは最適解が見いだされたから解が

変動しなくなっているのではなく，温度が下が

りすぎたから変動しなくなったいるだけ，とい

う場合も多い．これは意味のないことである．

ここでは設計空間に対して4桁の精度を持つよう

に，正規分布の標準偏差が1/10000程度になる温

度を最低温度と考えた．

次にエネルギーについて考える．制約条件の

ない最適化問題では目的関数に適当なスケーリ

ングファクターを乗じたものをエネルギーとす

ればよい．制約条件がある最適化問題では目的

関数に制約条件に関するペナルティー関数を加

えた疑似目的関数を作成し，それに適当なスケ
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ーリングファクターを乗じたものをエネルギー

とすればよい．この場合のスケーリングファク

ターは受理確率を規準に決める．

組合せ最適化問題では，先に述べたように，

最大の改悪が生じる状態遷移が50％の確率で受

理されるというような考え方でスケーリングフ

ァクターを決める．連続最適化問題ではこうし

た考え方はできないので，次のように考える．

すなわち，解の摂動と目的関数の関係が分かっ

ている場合には目的関数の改悪が評価できるの

で，その改悪を受理する確率が50％になるよう

に決める．一方，そうでない場合は，近傍を定

義した確率分布を用いて実際に試行を行い，あ

る試行回数のなかで生じる目的関数の最大の改

悪の平均値を実験的に求め，それを50％で受理

するようにスケーリングするのが合理的と考え

られる．ここではこの考え方を用いた．

４．並列計算機への実装

温度並列SAでは解の交換の時にプロセッサ間

通信が発生するだけなので，並列計算機との親

和性が良好である．ここでは８プロセッサのPC

クラスタ（Pentium II, 350 MHz ×８）を用いて

計算を行った．プロセッサ間通信はFast Ethernet

とPVMを用いて行った．

一つの温度でのSAを一つのプロセスに割り当

てる．したがって，温度数が８までのときは一

つのプロセッサに一つの温度プロセスが実行さ

れているが，温度数が多くなると一つのプロセ

ッサで複数の温度プロセスが実行される．温度

数が64の場合は一つのプロセッサで8プロセスが

実行されている．

５．数学的関数の最小化問題

連続最適化問題として最初に種々のヒューリ

スティックアルゴリズムの性能検証に用いられ

る典型的な数学関数[22]の最小化問題を考える．

ここでは式(4)で表される５次元のRastrigin関数

を用いる．

この関数は多くの比較的大きなサイズの局所

解領域を持つ．このような関数の最小化問題は

SAよりGAで解くのが有効である．しかしながら，

ここではSAにとって難しい問題をあえて選んで

温度並列SAの有効性を検証することにした．

各設計変数の範囲は-5.12から+5.12とし，近傍

は式(3)で与えられる正規分布とした．先に述べ

たように，設計変数の範囲の1/4が近傍生成にお

ける正規分布の標準偏差になるように最高温度

（=6.554）を決めた．一方，最低温度は，先に述

べたように，解の精度で決める．ここでは正規

分布の標準偏差が0.001となるように決めた．こ

れで分解能は設計空間に対して1.0E-4となる．ま

た，このとき最低温度は1.0E-6となる．

目的関数からエネルギーへの変換は次のよう

にした．すなわち，このような問題では設計変

数の摂動と目的関数の変化には直接の関係はな

く，最大の改悪は実験的に求めることになる．

ここでは，式(3)の近傍を用い，乱数を用いて100

回の試行を5回行い，100回の試行における近傍

での目的関数の最大の改悪の平均を実験的に得

た．この値は66.4であり，この改悪が50％の確

率で受理されるようにエネルギーのスケーリン

グファクターを決めた．この値は0.684となる．

温度数は64とした．組合せ最適化問題では温

度数は32程度あれば良好な結果が得られている

[14]．中間の温度は最高温度と最低温度，ならび

に温度数から温度が等比的に並ぶように決めた．

解の交換周期は40とし，計算の繰り返しは64000

回および128000回行った．また，温度並列SAの

性能を評価するために通常のSAを行った．この

場合，温度並列SAと同じ条件とした．すなわち，

冷却における温度段数は64とし，決めた繰り返

し数で最低温度に到達するように冷却率を決め，

指数型の冷却を行った．ここでは冷却率は0.78

となる．たとえば計算繰り返し数が128000回の

場合では2000回ごとに温度が一段低くなる．

通常のSAを用いる場合には計算回数に関して

２通りの考え方がある．すなわち，並列処理と

同じ計算量となるようにして，温度並列SAと同

じ計算回数の試行を温度数（=64）だけ行う方法

と，通常のSAの温度スケジュールを極めて緩慢

にして温度数（=64）倍の時間をかける方法であ

る．ここでは前者をSA (Short)，後者をSA (Long)

とよぶ．なお，試行はすべて５回行い，その最

良値，平均値，最悪値で議論する．
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図１は総計算回数が64000×64回の場合の得ら

れた最適解の目的関数の値を示したものである．

まず，平均値で考えると，温度並列SAは最も優

れた性能を示している．Rastrigin 関数の最小値

は0 であり，1.0 が２番目に良好な最適解である．

このため，温度並列SAは最悪でも２番目の最適

解を見つけていることが分かる．これに対して

64000×64試行の通常のSAでは極めてまれに真

の最適解の近傍に達しているが，大部分はかな

り悪い局所解となっていることが分かる．一方，

冷却時間を64倍した通常のSAでは平均値で温度

並列SAに近い性能を示している．これは，SAで

は冷却が緩慢であればあるほど，良好な結果が

得られることから予想される結果である．しか

しながら，温度並列SAは64倍の時間をかけた通

常のSAより平均値で優れた性能を示しているこ

とは重要な点である．

この傾向は図２に示す総計算回数が128000×

64回の結果を見ればさらに明確となる．温度並

列SAではすべての試行で真の最適解の近傍に達

しているのに対して，長時間の通常のSAでは図

１の結果とほとんど変わらない．また，128000

回の繰り返しの通常のSAを64試行行った結果も

図１と比較して目立った改善はない．一方，図

２のSA (Long)の最良値を見てもわかるように，

最良値は偶然に得られるもので計算スキームや

計算関数には関係ないことがわかる．

この結果より，温度並列SAは少し時間をのば

せば性能が劇的に上昇することが分かった．こ

れこそ，温度並列の特長である．すなわち，通

常のSAは最初に決められた温度スケジュールで

行うので，総計算回数が決まってしまい，それ

を延長してもすでに温度が下がっているので意

味はない．このため，多くの予備実験を行って

温度スケジュールを最適化しなければならない．

たとえばここでの結果ではSA (Long)，すなわち

64倍の時間をかけて冷却しても解の改善は図１

および２より明らかなように僅かであり，さら

に長時間が必要と考えられる．一方，温度並列

SAでは64000回での結果を見て，まだ不足と考

えられればそれをそのまま継続するだけで図２

の結果を得ることができる．しかも，すべての

試行がほとんど同じになったことから真の最適

解が求められたと判断できる．

図３は128000×64のケースについて計算時間

を比較したものである．温度並列SAとSA (Short)

を比較すると，温度並列SAは解の交換という操

作のための時間とプロセッサ間通信のための時

間が余分にかかっているため計算時間は11.9倍

になっている．この時間短縮は今後の課題であ

るが，SA (Long)と比較すると5.4倍の高速化とな
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っており，同程度の品質の解を出すという観点

で比較した場合，8PEで67％の並列化効率となっ

ていることになる．SA (Long)では非常に長い時

間をかけて緩慢に冷却しているにも拘わらず，

解の改善は少なく，このことから温度並列SAは

高い並列性で良好な最適解が出るまでの時間を

短縮できることが分かる．

６．構造最適化問題

次に，上の問題とはまったく異なり，現実的

な最適化問題での温度並列SAの性能を検証す

る．ここでは構造最適化問題として典型的なト

ラス構造最小体積問題を考える．図４は対象と

する10部材トラスである．問題は，各部材の引

張破壊と圧縮の座屈破損が生じないこと，およ

び節点６の変位が規定値（=5.8mm）以下である

こと，という制約条件の下で目的関数である構

造の体積を最小化することである．設計変数は

断面形状を円とする各部材の断面積とする．こ

の問題についての詳しい説明は文献[23]に譲る．

近傍の生成には前節と同様に式(3)の正規分布

を用いる．また，その標準偏差が設計領域の1/4

となるように最高温度を決める．ここでは設計

変数の範囲を1から4000mm2と考え，標準偏差が

1000となるように最高温度を考えた．最高温度

は1.0E6となる．また，最低温度は解の精度を

1mm2と考えることで1となる．

構造の体積にスケーリングファクターを乗じ

たものに局所制約に関するペナルティーのエネ

ルギーと，全体制約に関するペナルティーのエ

ネルギーを加えたものをエネルギーと考える．

ここで，スケーリングファクターは可能性のあ

る体積の改悪が最高温度においてある一定の確

率（=50％）で受理されるようにする．

局所制約に関するペナルティーのエネルギー

は局所制約を破っている部材の数の和にスケー

リングファクターをかけて求める．この場合，

一つの部材が破損するという状態遷移を最高温

度において50％の確率で受理するようにそのフ

ァクターを決めた．また，全体制約に関しては，

制約を破った場合に変位の２乗にスケーリング

ファクターを乗じてペナルティーのエネルギー

とした．ここでは変位制約が僅かに破られると

いう状態遷移を最高温度において50％の確率で

受理するようにそのファクターを決めた．

計算に用いたスキームならびに計算機は前節

と同様である．温度並列SAによって得られた最

適解の一例を図５に示す．初期値は乱数で与え，

５回の試行を行ったが，すべて同様の最適解が

得られた．総計算量は64000×64である．通常の

SAにおける冷却率は0.803となる．
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図５：最適解の断面積分布図４：10部材トラス構造

図６：手法の比較（64000×64）



図６に得られた構造の体積を示す．これより，

温度並列SAはSA (Long)と同じ性能を有してお

り，しかも，温度並列と同じ回数だけのアニー

リングを64 試行した結果より大変良好な結果と

なっている．この結果から，前節の数学的関数

の最小化と同様に，現実的な構造最適化問題に

おいても温度並列SAが良好な結果を出すことが

明らかとなった．なお，この問題では長時間SA

でも真の最適解を見つけているため，温度並列

SAとの相違が出なかった．もう少し少ない計算

回数で比較すれば前節同様，温度並列SAと長時

間SAの相違が明白になると予想される．いずれ

にしても，温度並列はSAとしては少ない回数で

良好な最適解を出す能力があることが認められ

る．

図７は温度並列SAにおける一つの温度内での

エネルギーの変化を示したものである．ここで

は64温度のうち，最高温度のT63（温度=1.0E6），

中間のT40（温度=6449），および最低温度のT0

（温度=1）を考える．初期解はほぼ同じエネルギ

ーであるが，最高温度ではエネルギーは上昇し

て一定値の周りを変動し，一方，中間の温度で

はエネルギーは減少しつつも最適な値には到達

しない．これに対して，最低温度でのエネルギ

ーは解の交換によって着実に減少していること

がわかる．温度並列SAでは最低温度での解の挙

動を観察することで最適解が得られたことが分

かる．ここでは20000回ぐらいからあとはほとん

ど解のエネルギーに変化がなく，このため30000

回もしくは40000回ぐらいで終了判定ができる．

図８は温度並列SAとSA (Short) の場合の温度

スケジュールを比較したものである．ここで並

列温度SAでは最も良好な解が得られた場合の，

その解がたどった温度履歴を示した．これを見

ると最適解は結果的に複雑な温度履歴によって

得られていることがわかる．しかし，この結果

を組合せ最適化問題での温度並列SAにおいて最

良の解が経過した温度スケジュール[14]と比較す

るとかなり単調であることがわかる．これは，

この問題のエネルギー空間が比較的単純な形状

をしていることに起因すると思われる．

７．結　論

本研究では，これまで組合せ最適化問題にし

か用いられてこなかった温度並列シミュレーテ

ッドアニーリング（TPSA）法を連続最適化問題

に適用する場合の問題点を抽出し，それを解決

する提案を行い，二つの異なった種類の連続最

適化問題に応用し，その手法の有効性を検証し

た．得られた結論は以下の通りである．

１）連続最適化問題にTPSAを適用する場合の近

傍，最高温度，および最低温度について議論を

行い，近傍を正規分布で与えた場合の標準偏差

を設計空間との関係で決定し，それを用いて最

高温度を決定する方法を提案した．また，最低

温度は必要な解の精度で決める方法を提案した．

また，最大改悪となるエネルギーは決定した分

布を基に実験的に求める方法を提案した．

２）複雑な連続最適化問題として典型的な数学

的関数のなかでSAでは性能が出にくい問題を選

んで提案した方法に基づいてTPSAを行い，

TPSAが極めて優れた性能を示すことを明らかに

した．すなわち，TPSAは極めて長時間の通常の

SAよりも性能が高いことが確認できた．
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３）現実的な連続最適化問題として構造最適化

問題を考え，提案した方法を用いてTPSAを適用

し，この方法が長時間のSAと同様に真の最適解

を極めて短時間で見いだすことを確認した．

４）TPSAに用いた計算機は8-CPUのPCクラスタ

であるが，通常のSAと比較してTPSAは複雑な操

作とプロセッサ間通信を行っているため計算時

間は11.9倍に増加したが，解の品質を規準とし

て考え，長時間のSAと比較すると5.4倍の高速化

が達成でき，並列化効率は67％であった．これ

より，TPSAは連続最適化問題においても短時間

で良好な最適解を見つける能力があることがわ

かった．
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